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TOPOLOGIE SUR L’ENSEMBLE DES PARTIES
POSITIVES D’UN RE´SEAU
CE´DRIC BONNAFE´
Re´sume´. Nous de´finissons une notion de partie positive d’un re´seau Λ et munis-
sons l’ensemble de ces parties positives d’une topologie. Nous e´tudions ensuite
quelques proprie´te´s de cette topologie, en la comparant a` celle de V ∗/R>0, ou` V
∗
est l’espace vectoriel dual de R⊗Z Λ.
Abstract. We define a notion of positive part of a lattice Λ and we endow the
set of such positive parts with a topology. We then study some properties of this
topology, by comparing it with the one of V ∗/R>0, where V
∗ is the dual vector
space of R⊗Z Λ.
Fixons dans cet article un re´seau Λ et notons V = R ⊗Z Λ. Une partie X de Λ
est dite positive si les conditions suivantes sont satisfaites :
• Λ = X ∪ (−X).
• X +X ⊂ X.
• X ∩ (−X) est un sous-groupe de Λ.
Nous noterons Pos(Λ) l’ensemble des parties positives de Λ. Le but de cet article
est d’e´tudier cet ensemble, et notamment de le munir d’une topologie, ceci de fac¸on
fonctorielle.
Nous de´finissons notamment deux applications Pos : V ∗/R>0 → Pos(Λ) et π :
Pos(Λ)→ V ∗/R>0 dont nous montrons qu’elles sont continues et ve´rifient π◦Pos =
IdV ∗/R>0 . De plus, Pos induit un home´morphisme sur son image, et celle-ci est dense
dans Pos(Λ). Ces proprie´te´s sont re´sume´es dans le the´ore`me 2.17.
Nous terminons cet article par une e´tude des arrangement d’hyperplans dans
Pos(Λ), en montrant notamment que l’intuition classique sur les arrangements
d’hyperplans re´els reste valide.
Ces re´sultats seront utilise´s ulte´rieurement par l’auteur pour e´tudier le comporte-
ment des cellules de Kazhdan-Lusztig lorsque les parame`tres varient [1].
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1. Parties positives d’un re´seau
Le but de cette section est d’e´tudier l’ensemble des parties positives de Λ. Nous
munirons cet ensemble d’une topologie dans la section suivante.
1.A. De´finitions, pre´liminaires. Une partie X de Λ est dite positive si les condi-
tions suivantes sont satisfaites :
(P1) Λ = X ∪ (−X).
(P2) X +X ⊂ X.
(P3) X ∩ (−X) est un sous-groupe de Λ.
Nous noterons Pos(Λ) l’ensemble des parties positives de Λ. Donnons quelques
exemples. Pour commencer, notons que Λ ∈ Pos(Λ). Soit Γ un groupe totalement
ordonne´ et soit ϕ : Λ→ Γ un morphisme de groupes. Posons
Pos(ϕ) = {λ ∈ Λ | ϕ(λ)> 0}
et Pos+(ϕ) = {λ ∈ Λ | ϕ(λ) > 0}.
Alors il est clair que
(1.1) Kerϕ = Pos(ϕ) ∩ Pos(−ϕ) = Pos(ϕ) ∩ −Pos(ϕ)
et que
(1.2) Pos(ϕ) est une partie positive de Λ.
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Lemme 1.3. Soit X une partie positive de Λ. Alors :
(a) −X ∈ Pos(Λ).
(b) 0 ∈ X.
(c) Si λ ∈ Λ et si r ∈ Z>0 est tel que rλ ∈ X. Alors λ ∈ X.
(d) Λ/(X ∩ (−X)) est sans torsion.
De´monstration. (a) est imme´diat. (b) de´coule de la proprie´te´ (P1) des parties posi-
tives. (d) de´coule de (c). Il nous reste a` montrer (c). Soient λ ∈ Λ et r ∈ Z>0
tels que rλ ∈ X. Si λ 6∈ X, alors −λ ∈ X d’apre`s la proprie´te´ (P1). D’ou`
λ = rλ + (r − 1)(−λ) ∈ X d’apre`s (P2), ce qui est contraire a` l’hypothe`se. Donc
λ ∈ X. 
Nous allons montrer une forme de re´ciproque facile a` la proprie´te´ 1.2. Soit X ∈
Pos(Λ). Notons canX : Λ → Λ/(X ∩ (−X)) le morphisme canonique. Si γ et γ
′
appartiennent a` Λ/(X ∩ (−X)), nous e´crirons γ6X γ
′ s’il existe un repre´sentant de
γ′ − γ appartenant a` X. Il est facile de ve´rifier que
(1.4) γ6X γ
′ si et seulement si tout repre´sentant de γ′ − γ appartient a` X.
On de´duit alors facilement des proprie´te´s (P1), (P2) et (P3) des parties positives
que
(1.5) (Λ/(X ∩ (−X)),6X) est un groupe abe´lien totalement ordonne´
et que
(1.6) X = Pos(canX).
1.B. Conse´quences du the´ore`me de Hahn-Banach. Si X est une partie posi-
tive de Λ, on pose X+ = X \ (−X). On a alors
(1.7) Λ = X ∪˙ (−X+) = X+ ∪˙ (−X) = X+ ∪˙ (X ∩ (−X)) ∪˙ (−X+),
ou` ∪˙ de´signe l’union disjointe. De plus, si ϕ : Λ → Γ est un morphisme de groupes
abe´liens et si Γ est un groupe totalement ordonne´, alors
(1.8) Pos+(ϕ) = Pos(ϕ)+.
Si ϕ est une forme line´aire sur V , nous noterons abusivement Pos(ϕ) et Pos+(ϕ) les
parties Pos(ϕ|Λ) et Pos
+(ϕ|Λ) de Λ.
Lemme 1.9. Soit X une partie positive propre de Λ, soit Γ un groupe abe´lien
totalement ordonne´ archime´dien et soit ϕ : Λ→ Γ un morphisme de groupes. Alors
les conditions suivantes sont e´quivalentes :
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(1) X ⊆ Pos(ϕ);
(2) X+ ⊆ Pos(ϕ);
(3) Pos+(ϕ) ⊆ X+;
(4) Pos+(ϕ) ⊆ X.
De´monstration. Il est clair que (1) implique (2) et que (3) implique (4).
Montrons que (2) implique (3). Supposons donc que (2) est ve´rifie´e. Soit λ ∈ Λ
tel que ϕ(λ) > 0 et supposons que λ 6∈ X+. Alors, d’apre`s 1.7, λ ∈ −X. Or,
si µ ∈ Λ, il existe k ∈ Z>0 tel que ϕ(µ − kλ) = ϕ(µ) − kϕ(λ) < 0 (car Γ est
archime´dien). Donc µ − kλ 6∈ X+ d’apre`s (2). Donc µ − kλ ∈ −X d’apre`s 1.7.
Donc, µ = (µ−kλ)+kλ ∈ (−X). Donc Λ ⊆ −X, ce qui est contraire a` l’hypothe`se.
Montrons que (4) implique (1). Supposons donc que Pos+(ϕ) ⊆ X. En prenant le
comple´mentaire dans Λ, on obtient (−X+) = (−X)+ ⊆ Pos(−ϕ) et donc, puisque
(2) implique (3), on a Pos+(−ϕ) ⊆ −X+. En reprenant le comple´mentaire dans Λ,
on obtient X ⊆ Pos(ϕ). 
Nous aurons aussi besoin du lemme suivant :
Lemme 1.10. Soient λ1,. . . , λn des e´le´ments de Λ et supposons trouve´ un n-uplet
t1,. . . , tn de nombres re´els strictement positifs tels que t1λ1+ · · ·+tnλn = 0. Alors
il existe des entiers naturels non nuls r1,. . . , rn tels que r1λ1 + · · ·+ rnλn = 0.
De´monstration. Notons S l’ensemble des n-uplets (u1, . . . , un) de nombres re´els qui
satisfont {
u1 + · · ·+ un = 1,
u1λ1 + · · ·+ unλn = 0.
E´crit dans une base de Λ, ceci est un syste`me line´aire d’e´quations a` coefficients
dans Q. Le proce´de´ d’e´limination de Gauss montre que l’existence d’une solution
re´elle implique l’existence d’une solution rationnelle t◦ = (t◦1, . . . , t
◦
n) et l’existence
de vecteurs v1,. . . , vr ∈ Q
n tels que
S = {t◦ + x1v1 + · · ·+ xrvr | (x1, . . . , xr) ∈ R
r}.
En particulier, il existe x1,. . . , xr ∈ R tels que
(t1, . . . , tn) = t
◦ + x1v1 + · · ·+ xrvr.
Puisque t1,. . . , tn sont strictement positifs, il existe x
′
1,. . . , x
′
r dans Q tels que les
coordonne´es de t◦ + x′1v1 + · · · + x
′
rvr soient strictement positives. Posons alors
(u1, . . . , un) = t
◦ + x′1v1 + · · ·+ x
′
rvr. On a donc ui ∈ Q>0 pour tout i et
u1λ1 + · · ·+ unλn = 0.
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Quitte a` multiplier par le produits des de´nominateurs des ui, on a trouve´ r1,. . . ,
rn ∈ Z>0 tels que
r1λ1 + · · ·+ rnλn = 0,
comme attendu. 
The´ore`me 1.11. Soit X une partie positive de Λ diffe´rente de Λ. Alors :
(a) Il existe une forme line´aire ϕ sur V telle que X ⊆ Pos(ϕ).
(b) Si ϕ et ϕ′ sont deux formes line´aires sur V telles que X ⊆ Pos(ϕ)∩Pos(ϕ′),
alors il existe κ ∈ R>0 tel que ϕ
′ = κϕ.
De´monstration. Notons C + l’enveloppe convexe de X+. Notons que X+ (et donc
C +) est non vide car X 6= Λ. Nous allons commencer par montrer que 0 6∈ C +.
Supposons donc que 0 ∈ C +. Il existe donc λ1,. . . , λn dans X
+ et t1,. . . , tn dans
R>0 tels que {
t1 + · · ·+ tn = 1,
t1λ1 + · · ·+ tnλn = 0.
D’apre`s le lemme 1.10, il existe r1,. . . , rn ∈ Z>0 tels que m1λ1 = −(m2λ2 + · · · +
mnλn). Donc m1λ1 ∈ X ∩−X (voir la proprie´te´ (P2)). Donc, d’apre`s le lemme 1.3
(a) et (c), on a λ1 ∈ X ∩−X, ce qui est impossible car λ1 ∈ X
+ = X \ (−X). Cela
montre donc que
0 6∈ C +.
L’ensemble C + e´tant convexe, il de´coule du the´ore`me de Hahn-Banach qu’il existe
une forme line´aire non nulle ϕ sur V telle que
C
+ ⊆ {λ ∈ V | ϕ(λ)> 0}.
En particulier,
(∗) X+ ⊆ C + ∩ Λ ⊆ Pos(ϕ).
D’apre`s le lemme 1.9, et puisque R est archime´dien, on a bien X ⊆ Pos(ϕ). Cela
montre (a).
Soit ϕ′ une autre forme line´aire telle que X ⊆ Pos(ϕ′). Posons U = {λ ∈
V | ϕ(λ) > 0 et ϕ′(λ) < 0}. Alors U est un ouvert de V . Fixons une Z-base
(e1, . . . , ed) de Λ. Si U 6= ∅, alors il existe λ ∈ Q ⊗Z Λ et ε ∈ Q>0 tels que λ,
λ + εe1,. . . , λ + εed appartiennent a` U . Quitte a` multiplier par le produit des
de´nominateurs de ε et des coordonne´es de λ dans la base (e1, . . . , ed), on peut sup-
poser que λ ∈ Λ et ε ∈ Z>0. Mais il est clair que U ∩X
+ = ∅ et U ∩ (−X+) = ∅.
Donc U ∩ Λ est contenu dans X ∩ (−X). Ce dernier e´tant un sous-groupe, on en
de´duit que εei ∈ X∩(−X) pour tout i. D’ou`, d’apre`s le lemme 1.3 (c), ei ∈ X∩(−X)
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pour tout i. Donc X = Λ, ce qui est contraire a` l’hypothe`se. On en de´duit que U
est vide, c’est-a`-dire qu’il existe κ ∈ R>0 tel que ϕ
′ = κϕ. D’ou` (b). 
Si ϕ est une forme line´aire sur V , nous noterons ϕ¯ sa classe dans V ∗/R>0. Nous
noterons p : V ∗ −→ V ∗/R>0 la projection canonique. L’application Pos : V
∗ →




























commutatif. D’autre part, si X ∈ Pos(Λ), nous noterons π(X) l’unique e´le´ment







et le the´ore`me 1.11 (b) montre que
(1.12) π ◦ Pos = IdV ∗/R>0 .
Donc π est surjective et Pos est injective. En revanche, ni π, ni Pos ne sont des
bijections (sauf si Λ est de rang 1). Nous allons de´crire les fibres de π :
Proposition 1.13. Soit ϕ une forme line´aire non nulle sur V . Alors l’application
iϕ¯ : Pos(Kerϕ|Λ) −→ π
−1(ϕ¯)
X 7−→ X ∪ Pos+(ϕ)
est bien de´finie et bijective. Sa re´ciproque est l’application
π−1(ϕ¯) −→ Pos(Kerϕ|Λ)
Y 7−→ Y ∩Kerϕ|λ.
Remarque - Il est facile de voir que π−1(0¯) = {Λ}. Nous pouvons aussi de´finir
une application i0¯ : Pos(Λ)→ Pos(Λ) par la meˆme formule que dans la proposition
1.13 : alors i0¯ est tout simplement l’application identite´ mais on a dans ce cas-la`
π−1(0¯) 6= i0¯(Pos(Λ)). 
De´monstration. Montrons tout d’abord que l’application iϕ¯ est bien de´finie. Soit
X ∈ Pos(Kerϕ|Λ). Posons Y = X ∪ Pos+(ϕ). Montrons que Y est une partie
positive de Λ. Avant cela, notons que
(∗) Y ⊆ Pos(ϕ).
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(1) Si λ ∈ Λ, deux cas se pre´sentent. Si ϕ(λ) 6= 0, alors λ ∈ Pos+(ϕ)∪−Pos+(ϕ) ⊆
Y ∪ (−Y ). Si ϕ(λ) = 0, alors λ ∈ Kerϕ|Λ, donc λ ∈ X ∪ (−X) ⊆ Y ∪ (−Y ) car X
est une partie positive de Kerϕ|Λ. Donc Λ = Y ∪ (−Y ).
(2) Soient λ, µ ∈ Y . Montrons que λ + µ ∈ Y . Si ϕ(λ + µ) > 0, alors λ + µ ∈
Pos+(ϕ) ⊆ Y . Si ϕ(λ + µ) = 0, alors il re´sulte de (∗) que ϕ(λ) = ϕ(µ) = 0, donc
λ, µ ∈ Kerϕ|Λ. En particulier, λ, µ ∈ X et donc λ + µ ∈ X +X ⊆ X ⊆ Y . Donc
Y + Y ⊆ Y .
(3) On a Y ∩ (−Y ) = X ∩ (−X), donc Y ∩ (−Y ) est un sous-groupe de Λ.
Les points (1), (2) et (3) ci-dessus montrent que Y est une partie positive de
Λ. L’inclusion (∗) montre que π(Y ) = ϕ¯, c’est-a`-dire que Y ∈ π−1(ϕ¯). Donc
l’application iϕ¯ est bien de´finie.
Elle est injective car, si X ∈ Pos(Kerϕ|Λ), alors X ∩ Pos
+(ϕ) = ∅. Montrons
maintenant qu’elle est surjective. Soit Y ∈ π−1(ϕ¯). Posons X = Y ∩ Kerϕ|Λ.
Alors X est une partie positive de Kerϕ|Λ d’apre`s le corollaire 1.18. Posons Y
′ =
X ∪ Pos+(ϕ). Il nous reste a` montrer que Y = Y ′.
Tout d’abord, Pos+(ϕ) ⊆ Y car π(Y ) = ϕ¯ par hypothe`se et X ⊆ Y . Donc
Y ′ ⊆ Y . Re´ciproquement, si λ ∈ Y , deux cas se pre´sentent. Si ϕ(λ) > 0, alors
λ ∈ Pos+(ϕ) ⊆ Y ′. Si ϕ(λ) = 0, alors λ ∈ Y ∩ Kerϕ|Λ = X ⊆ Y
′. Dans tous les
cas, λ ∈ Y ′. 
Exemple 1.14 - Si ϕ est une forme line´aire non nulle sur V , alors Pos(ϕ) =
iϕ¯(Kerϕ|Λ). 
Nous pouvons maintenant classifier les parties positives de Λ en termes de formes
line´aires. Notons F (Λ) l’ensemble des suites finies (ϕ1, . . . , ϕr) telles que (en posant
ϕ0 = 0), pour tout i ∈ {1, 2, . . . , r}, ϕi soit une forme line´aire non nulle sur R⊗Z(Λ∩
Kerϕi−1). Par convention, nous supposerons que la suite vide, note´e ∅, appartient
a` F (Λ).
Posons d = dimV . Notons que, si (ϕ1, . . . , ϕr) ∈ F (Λ), alors r6 d. Nous
de´finissons donc l’action suivante de (R>0)
d sur F (Λ) : si (κ1, . . . , κd) ∈ (R>0)
d
et si (ϕ1, . . . , ϕr) ∈ F (Λ), on pose
(κ1, . . . , κd) · (ϕ1, . . . , ϕr) = (κ1ϕ1, . . . , κrϕr).
Munissons Rr de l’ordre lexicographique : c’est un groupe abe´lien totalement or-
donne´ et (ϕ1, . . . , ϕr) : Λ→ R
r est un morphisme de groupes. Donc Pos(ϕ1, . . . , ϕr)




F (Λ) −→ Pos(Λ)
ϕ 7−→ Pos(ϕ)
est bien de´finie et induit une bijection F (Λ)/(R>0)
d ∼−→ Pos(Λ).
Remarque - Dans cette proposition, on a pose´ par convention Pos(∅) = Λ. 
De´monstration. Cela re´sulte imme´diatement d’un raisonnement par re´currence sur
le rang de Λ en utilisant le the´ore`me 1.11 et la proposition 1.13. 
Si ϕ ∈ F (Λ), nous noterons ϕ¯ sa classe dans F (Λ)/(R>0)
d et nous poserons
Pos(ϕ¯) = Pos(ϕ). Comme corollaire de la proposition 1.15, nous obtenons une
classification des ordres totaux sur Λ (compatibles avec la structure de groupe), ce
qui est un re´sultat classique [3]. En fait, se donner un ordre total sur Λ est e´quivalent
a` se donner une partie positive X de Λ telle que X ∩ (−X) = 0. Notons F0(Λ)
l’ensemble des e´le´ments (ϕ1, . . . , ϕr) ∈ F (Λ) tels que Λ ∩Kerϕr = 0.
Corollaire 1.16. L’application de´crite dans la proposition 1.15 induit une bijection
entre l’ensemble F0(Λ)/(R>0)
d et l’ensemble des ordres totaux sur Λ compatibles
avec la structure de groupe.
1.C. Fonctorialite´. Soit σ : Λ′ → Λ un morphisme de groupes abe´liens. Le re´sultat
suivant est facile :
Lemme 1.17. Si X est une partie positive de Λ, alors σ−1(X) est une partie positive
de Λ′.
De´monstration. Soit X ∈ Pos(Λ). Posons X ′ = σ−1(X). Montrons que X ′ ∈
Pos(Λ′).
(1) On a X ′ ∪ (−X ′) = σ−1(X ∪ (−X)) = σ−1(Λ) = Λ′.
(2) Si λ′ et µ′ sont deux e´le´ments de X ′, alors σ(λ′) et σ(µ′) appartiennent a` X.
Donc σ(λ′) + σ(µ′) ∈ X. En d’autres termes, λ′ + µ′ ∈ X ′. Donc X ′ +X ′ ⊆ X ′.
(3) On a X ′ ∩ (−X ′) = σ−1(X ∩ (−X)), donc l’ensemble X ′ ∩ (−X ′) est un
sous-groupe de Λ′. 
Corollaire 1.18. Si Λ′ est un sous-groupe de Λ et si X est une partie positive de
Λ, alors X ∩ Λ′ est une partie positive de Λ′.
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Si σ : Λ′ → Λ est un morphisme de groupes abe´liens, nous noterons σ∗ : Pos(Λ)→
Pos(Λ′), X 7→ σ−1(X) induite par le lemme 1.17. Si τ : Λ′′ → Λ′ est un morphisme
de groupe abe´liens, il est alors facile de ve´rifier que
(1.19) (τ ◦ σ)∗ = σ∗ ◦ τ ∗.
D’autre part, si on note V ′ = R ⊗Z Λ
′, alors σ induit une application R-line´aire
σR : V
′ −→ V dont nous noterons tσR : V
∗ −→ V ′∗ l’application duale et tσ¯R :
V ∗/R>0 −→ V






















est commutatif (ou` Pos
′
et π′ sont les analogues de Pos et π pour le re´seau Λ′).
2. Topologie sur Pos(Λ)
Dans cette section, nous allons de´finir sur Pos(Λ) une topologie et en e´tudier
les proprie´te´s. Nous allons notamment montrer que la plupart des applications
introduites dans la section pre´ce´dente (Pos, π, iϕ¯,...) sont continues.
2.A. De´finition. Si E est une partie de Λ, nous poserons
U (E) = {X ∈ Pos(Λ) | X ∩E = ∅}.
Si λ1,. . . , λn sont des e´le´ments de Λ, nous noterons pour simplifier U (λ1, . . . , λn)
l’ensemble U ({λ1, . . . , λn}). Si cela est ne´cessaire, nous noterons ces ensembles
UΛ(E) ou UΛ(λ1, . . . , λn). On a alors





(2.2) U (∅) = Pos(Λ) et U (Λ) = {∅}.











Une partie U de Pos(Λ) sera dite ouverte si, pour tout X ∈ U , il existe une partie
finie E de Λ telle que X ∈ U (E) et U (E) ⊂ U . L’e´galite´ 2.3 montre que cela
de´finit bien une topologie sur Pos(Λ).
Proposition 2.4. Si U est un ouvert de Pos(Λ) contenant Λ, alors U = Pos(Λ).
En particulier, Pos(Λ) est connexe. Si Λ 6= 0, alors il n’est pas se´pare´.
De´monstration. Par de´finition, il existe une partie finie E de Λ\Λ telle que U (E) ⊆
U . Mais on a force´ment E = ∅, donc U = Pos(Λ) d’apre`s 2.2. D’ou` le re´sultat.
Le fait que Pos(Λ) n’est pas se´pare´ (lorsque Λ 6= 0) en de´coule : le point Λ de
Pos(Λ) ne peut eˆtre se´pare´ d’aucun autre. 
Exemple 2.5 - L’espace topologique Pos(Z) n’a que trois points : Z, Z>0 et Z60.
Sur ces trois points, seul Z est un point ferme´ et Z>0 et Z60 sont des points ouverts
(en effet, {Z>0} = U (−1) et {Z60} = U (1)). 
Il est clair que la topologie sur Pos(Λ) de´finie ci-dessus est la topologie induite
par une topologie sur l’ensemble des parties de Λ (de´finie de fac¸on analogue) : cette
dernie`re est tre`s grossie`re mais sa restriction a` Pos(Λ) est plus inte´ressante.
Nous aurons besoin de la proprie´te´ suivante des ensembles U (E) :
Lemme 2.6. Soit E une partie finie de Λ. Alors les assertions suivantes sont
e´quivalentes :
(1) U (E) = ∅.




(3) Il n’existe pas de forme line´aire ϕ sur V ∗ telle que ϕ(E) ⊂ R>0.
De´monstration. S’il existe une forme line´aire ϕ sur V ∗ telle que ϕ(E) ⊆ R>0, alors
Pos(−ϕ) ∈ U (E), et donc U (E) 6= ∅. Donc (1) ⇒ (3).
Supposons trouve´s λ1,. . . , λn ∈ E et r1,. . . , rn ∈ Z>0 tels que r1λ1+· · ·+rnλn = 0.
Alors, si X ∈ U (E), on a −λ2,. . . , −λn ∈ X. Mais r1λ1 = −r2λ2− · · ·− rnλn ∈ X,
donc λ1 ∈ X, ce qui contredit l’hypothe`se. Donc (2) ⇒ (1).
Il nous reste a` montrer que (3) ⇒ (2). Supposons que (2) n’est pas vraie. Nous
allons montrer qu’alors (3) n’est pas vraie en raisonnant par re´currence sur la di-
mension de V (c’est-a`-dire le rang de Λ). Posons
C = {t1λ1 + · · · tnλn | n> 1, λ1, . . . , λn ∈ Λ, t1, . . . , tn ∈ R>0}.
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Alors C est une partie convexe de V contenant E et, d’apre`s le lemme 1.10 et le
fait que (2) ne soit pas vraie, on a 0 6∈ C . Par conse´quent, il re´sulte du the´ore`me
de Hahn-Banach qu’il existe une forme line´aire non nulle ϕ telle que ϕ(C ) ⊆ R>0.
Posons Λ′ = (Kerϕ) ∩ Λ et E ′ = E ∩ Λ. Alors l’assertion (2) pour E ′ n’est pas
vraie elle aussi donc, par hypothe`se de re´currence, il existe un forme line´aire ψ sur
V ′ = R ⊗Z Λ
′ ⊆ V telle que ψ(E ′) ⊂ R>0. Soit ψ˜ une extension de ψ a` V . Puisque
ϕ(E \E ′) ⊂ R>0, il existe ε > 0 tel que ϕ(λ)+εψ˜(λ) > 0 pour tout λ ∈ E \E
′. Mais
on a aussi, si λ ∈ E ′, ϕ(λ) + εψ˜(λ) = εψ˜(λ) > 0. Donc (ϕ+ εψ˜)(E) ⊂ R>0. 
Si E est une partie de Pos(Λ), nous noterons E son adhe´rence dans Pos(Λ).
Corollaire 2.7. Soit E une partie finie de Λ telle que U (E) 6= ∅. Alors











et F = Pos(Λ) \ O .
Alors F est ferme´ dans Pos(Λ) et contient U (E). Donc U (E) ⊆ F .
Re´ciproquement, soit X ∈ Pos(Λ) \U (E). Nous devons montrer que
(?) X ∈ O .
Puisque Pos(Λ) \ U (E) est un ouvert, il existe une partie finie F de Λ telle que
X ∈ U (F ) et U (F ) ⊆ O . En particulier, U (F ) ∩U (E) = ∅. En d’autres termes,
d’apre`s 2.3, on a U (E ∪F ) = ∅. Donc, d’apre`s le lemme 2.6, il existe m> 0, n> 0,
λ1,. . . , λm ∈ E, µ1,. . . , µn ∈ F , r1,. . . , rm, s1,. . . , sn ∈ Z>0 tels que
r1λ1 + · · ·+ rmλm + s1µ1 + · · ·+ snµn = 0
et m+n> 1. En fait, comme U (E) et U (F ) sont toutes deux non vides, il de´coule
du lemme 2.6 que m, n> 1.
Si X 6∈ O , alors −λi ∈ X pour tout i, ce qui implique que s1µ1+ · · ·+ snµn ∈ X.
Cela ne peut se produire que si au moins l’un des µj appartient a` X, mais c’est
impossible car F ∩X = ∅. D’ou` (?). 
Exemple 2.8 - Le corollaire 2.7 n’est pas force´ment vrai si U (E) = ∅. En
effet, si λ ∈ Λ \ {0}, alors U (λ,−λ) = ∅ mais, du moins lorsque dimV > 2, on a
U (λ) ∪U (−λ) 6= Pos(Λ). 
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2.B. Fonctorialite´. Si Λ′ est un autre re´seau et si σ : Λ′ → Λ est un morphisme





















) si et seulement si σ−1(X) ∩ E ′ = ∅ (resp. X ∩ σ(E ′) = ∅). Il est
alors facile de ve´rifier que ces deux dernie`res conditions sont e´quivalentes. 
Cela implique le re´sultat suivant :
Proposition 2.10. L’application σ∗ : Pos(Λ)→ Pos(Λ′) est continue.
2.C. Continuite´. D’apre`s la section 1, nous avons e´quipe´ l’espace topologique
Pos(Λ) de deux applications Pos : V ∗/R>0 → Pos(Λ) et π : Pos(Λ) → V
∗/R>0
telles que π ◦Pos = IdV ∗/R>0 . Nous montrerons dans le the´ore`me 2.11 que ces appli-
cations sont continues (lorsque V ∗/R>0 est bien suˆr muni de la topologie quotient)
et nous en de´duirons quelques autres proprie´te´s topologiques de ces applications.
Avant cela, introduisons la notation suivante : si E est une partie finie de Λ, on
pose
V (E) = {ϕ¯ ∈ V ∗/R>0 | ∀ λ ∈ E, ϕ(λ) < 0}.
Si cela est ne´cessaire, nous noterons VΛ(E) l’ensemble V (E). Alors
p−1(V (E)) = {ϕ ∈ V ∗ | ∀ λ ∈ E, ϕ(λ) < 0}.
Donc p−1(V (E)) est ouvert, donc V (E) est ouvert dans V ∗/R>0 par de´finition de
la topologie quotient.
Proposition 2.11. Les applications Pos et π sont continues. De plus :
(a) Pos induit un home´omorphisme sur son image.
(b) L’image de Pos est dense dans Pos(Λ).
De´monstration. Soit E une partie finie de Λ. Alors
(2.12) Pos
−1
(U (E)) = V (E).
Donc Pos
−1
(U (E)) est un ouvert de V ∗/R>0. Donc Pos est continue.
Montrons maintenant que π est continue. Nous proce`derons par e´tapes :
Lemme 2.13. Les V (E), ou` E parcourt l’ensemble des parties finies
de Λ, forment une base d’ouverts de V ∗/R>0.
Topologie sur l’ensemble des parties positives d’un re´seau 13
Preuve du lemme 2.13. Soit U un ouvert de V ∗/R>0 et soit ϕ une
forme line´aire sur V telle que ϕ¯ ∈ U . Nous devons montrer qu’il
existe une partie finie E de V telle que ϕ¯ ∈ V (E) et V (E) ⊂ U .
Si ϕ = 0, alors U = V ∗/R>0 et le re´sultat est clair. Nous sup-
poserons donc que ϕ 6= 0. Il existe alors λ0 ∈ Λ tel que ϕ(λ0) > 0.
Quitte a` remplacer ϕ par un multiple positif, on peut supposer que
ϕ(λ0) = 1. Notons H0 l’hyperplan affine {ψ ∈ V
∗ | ψ(λ0) = 1}. Alors
l’application naturelle H0 → V
∗/R>0 induit un home´omorphisme
ν : H0
∼
−→ V (−λ0). De plus, ϕ = ν
−1(ϕ) ∈ H0. Donc ϕ ∈ ν
−1(U ∩
V (−λ0)). Il suffit dons de ve´rifier que les intersections finies de demi-
espaces ouverts rationnels (i.e. de la forme {ψ ∈ H0 | ψ(λ) > n} ou`
n ∈ Z et λ ∈ Λ\Zλ0) forment une base de voisinages de l’espace affine
H0, ce qui est imme´diat. 
Compte tenu du lemme 2.13, il suffit de montrer que, si E est une partie finie de





Par conse´quent, la continuite´ de π de´coulera du lemme suivant:
Lemme 2.14. Si λ ∈ Λ, alors π−1(V (λ)) est un ouvert de Pos(Λ).
Preuve du lemme 2.14. Soit X ∈ π−1(V (λ)) et soit ϕ = π(X). Par
de´finition, ϕ(λ) < 0 et donc λ 6∈ X. Soit e1,. . . , en une Z-base de Λ.
Il existe un entier naturel non nul N tel que ϕ(λ±
1
N
ei) < 0 pour tout
i. Quitte a` remplacer λ par Nλ, on peut supposer que ϕ(λ± ei) < 0
pour tout i. On pose alors
E = {λ+ e1, λ− e1, . . . , λ+ en, λ− en}.
Alors X ∈ U (E) par construction. Il reste a` montrer que U (E) ⊆
π−1(V (λ)). Soit Y ∈ U (E) et posons ψ = π(Y ). Supposons de plus
que ψ 6∈ V (λ). On a alors ψ(λ)> 0. D’autre part, ψ(λ± ei)6 0 pour
tout i. Cela montre que 2ψ(λ) = ψ(λ + e1) + ψ(λ − e1)6 0, et donc
ψ(λ) = ψ(λ+ ei) = 0, et donc ψ(ei) = 0 pour tout i. Donc ψ est nulle
et donc Y = Λ, ce qui contredit le fait que Y ∈ U (E). Cela montre
donc que ψ ∈ V (λ), comme attendu. 
Puisque π et Pos sont continues et ve´rifient π ◦ Pos = IdV ∗/R>0 , Pos induit un
home´omorphisme sur son image. D’ou` (a).
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L’assertion (b) de´coule du lemme suivant (qui est une conse´quence imme´diate de
l’e´quivalence entre (1) et (3) dans le lemme 2.6) et de 2.12 :
Lemme 2.15. Soit E une partie finie de Λ telle que U (E) 6= ∅.
Alors V (E) 6= ∅.
La preuve de la proposition 2.11 est termine´e. 
Nous allons maintenant e´tudier les proprie´te´s topologiques des applications iϕ¯.
Proposition 2.16. Soit ϕ ∈ V ∗ et supposons ϕ 6= 0. Alors :
(a)
⋂







(d) iϕ¯ est continue et induit un home´omorphisme sur son image.
De´monstration. (a) Notons Iϕ l’image de iϕ¯. On a alors, d’apre`s le lemme 1.9,
(∗) Iϕ = {X ∈ Pos(Λ) | Pos
+(ϕ) ⊆ X}.
Si U est un ouvert contenant Pos(ϕ), alors il existe une partie finie E de Λ \Pos(ϕ)
telle que U (E) ⊆ U . Mais, si X est dans l’image de iϕ¯, alors X ⊆ Pos(ϕ), donc
X ∩ E = ∅. Et donc X ∈ U , ce qui montre que
Iϕ ⊆
⋂
U ouvert de Pos(Λ)
Pos(ϕ)∈U
U .
Montrons l’inclusion re´ciproque. Soit X ∈ Pos(Λ) tel que X 6∈ Iϕ. Posons ψ =
π(X). Alors ψ¯ 6= ϕ¯ donc, d’apre`s la preuve du the´ore`me 1.11, il existe λ ∈ Λ tel que
ϕ(λ) < 0 et ψ(λ) > 0. On a donc, d’apre`s le lemme 1.9, X 6∈ U (λ). D’autre part,
Pos(ϕ) ∈ U (λ). D’ou` (a).
Montrons (b). On note πϕ¯ : Iϕ → Pos(Kerϕ|Λ), X 7→ X ∩ Kerϕ|Λ. D’apre`s
la proposition 1.13, πϕ¯ est la bijection re´ciproque de iϕ¯ : Pos(Kerϕ|Λ) → Iϕ. Il
nous faut donc montrer que iϕ¯ et πϕ¯ sont continues. Si F est une partie finie de
Kerϕ|Λ, nous noterons Uϕ¯(F ) l’analogue de l’ensemble U (F ) de´fini a` l’inte´rieur de
Pos(Kerϕ|Λ).
Soit E une partie finie de Λ. Nous voulons montrer que i−1ϕ¯ (U (E)) est un ouvert
de Pos(Kerϕ|Λ). S’il existe λ ∈ E tel que ϕ(λ) > 0, alors U (E) ∩ Iϕ = ∅ (voir
(∗)). On peut donc supposer que ϕ(λ)6 0 pour tout λ ∈ E. Il est alors facile de
ve´rifier que
i−1ϕ¯ (U (E)) = Uϕ¯(E ∩Kerϕ|Λ).
Donc iϕ¯ est continue.
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Soit F une partie finie de Kerϕ|Λ. Alors
π−1ϕ¯ (Uϕ¯(F )) = U (F ) ∩ Iϕ.
Donc πϕ¯ est continue. 
Nous allons re´sumer dans le the´ore`me suivant la plupart des re´sutats obtenus dans
cette sous-section.
The´ore`me 2.17. Supposons Λ 6= 0 et soit ϕ ∈ V ∗, ϕ 6= 0.
(a) Pos(Λ) est connexe. Il n’est pas se´pare´ si Λ 6= 0.
(b) Les applications π : Pos(Λ) → V ∗/R>0 et Pos : V
∗/R>0 → Pos(Λ) sont
continues et ve´rifient π ◦ Pos = IdV ∗/R>0.
(c) Pos induit un home´omorphisme sur son image ; cette image est dense dans
Pos(Λ).
(d) π−1(ϕ¯) est l’intersection des voisinages de Pos(ϕ) dans Pos(Λ).
(e) iϕ¯ est un home´omorphisme.
3. Arrangements d’hyperplans
L’application continue Pos : V ∗ → Pos(Λ) a une image dense. Nous allons
e´tudier ici comment se transpose la notion d’arrangement d’hyperplans (et les objets
attache´s : facettes, chambres, support...) a` l’espace topologique Pos(Λ) a` travers
Pos. Cela nous permettra d’e´noncer les conjectures sur les cellules de Kazhdan-
Lusztig sous la forme la plus ge´ne´rale possible [1, Conjectures A et B].
3.A. Sous-espaces rationnels. Si E est une partie de Λ, on pose
L (E) = {X ∈ Pos(Λ) | E ⊂ X ∩ (−X)}.
Si cela est ne´cessaire, nous le noterons LΛ(E). On appelle sous-espace rationnel de
Pos(Λ) toute partie de Pos(Λ) de la forme L (E), ou` E est une partie de Λ. Si
λ ∈ Λ \ {0}, on notera Hλ le sous-espace rationnel L ({λ}) : un tel sous-espace
rationnel sera appele´ un hyperplan rationnel. Notons que
(3.1) Pos(Λ) = U (λ) ∪˙Hλ ∪˙U (−λ).
La proposition suivante justifie quelque peu la terminologie :
Proposition 3.2. Soit E est une partie de Λ. Notons Λ(E) le sous-re´seau Λ ∩∑
λ∈E QE de Λ et soit σE : Λ→ Λ/Λ(E) l’application canonique. Alors :
(a) L (E) =
⋂
λ∈E\{0}
Hλ = {X ∈ Pos(Λ) | Λ(E) ⊆ X}.
(b) L (E) est ferme´ dans Pos(Λ).
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(c) Pos−1(L (E)) = {ϕ ∈ V ∗ | ∀ λ ∈ E, ϕ(λ) = 0} = E⊥.
(d) Pos(π(L (E)) ⊆ L (E).
(e) Pos
−1
(L (E)) = π(L (E)).
(f) L (E) = Pos(Pos−1(L (E))) .




De´monstration. La premie`re e´galite´ de (a) est imme´diate. La deuxie`me de´coule de
la proposition 1.3 (c). (b) de´coule de (a) et de 3.1. (c) est tout aussi clair.
(d) Si X ∈ Pos(π(L (E)), alors il existe Y ∈ L (E) tel que X = Pos(π(Y )).
Posons ϕ¯ = π(Y ), ou` ϕ ∈ V ∗. Alors E ⊆ Y ∩ (−Y ) et Y ⊆ Pos(ϕ). Or, ϕ(λ) = 0 si
λ ∈ Y ∩ (−Y ), donc X = Pos(ϕ) ∈ L (E).
(e) D’apre`s (d), on a π(Λ(E)) ⊆ Pos
−1
(L (E)). Re´ciproquement, soit ϕ un
e´le´ment de Pos−1(L (E)), alors ϕ¯ = π(Pos(ϕ¯)) ∈ π(L (E)). D’ou` (e).
(f) Notons FE = Pos(Pos
−1(L (E))). On a FE ⊆ L (E) donc il de´coule du
(a) que FE ⊆ L (E). Re´ciproquement, soit F une partie finie de Λ telle que
U (F ) ∩ FE = ∅. Nous devons montrer que U (F ) ∩ L (E) = ∅. Or, le fait que
U (F ) ∩FE = ∅ est e´quivalent a` l’assertion suivante (voir (c)) :
∀ ϕ ∈ E⊥, ∀ λ ∈ F, ϕ(λ)> 0.
Or, si ϕ ∈ E⊥, alors −ϕ ∈ E⊥, ce qui implique que :
∀ ϕ ∈ E⊥, ∀ λ ∈ F, ϕ(λ) = 0.
En d’autres termes, F ⊆ (E⊥)⊥ ∩ Λ = Λ(E). Mais, si X ∈ L (E), alors Λ(E) ⊆ X
d’apre`s (a). Donc X 6∈ U (F ), comme espe´re´.
(g) Le fait que l’image de σ∗E soit L (E) de´coule de (a). D’autre part, σ
∗
E est
continue d’apre`s la proposition 2.10. Notons
γE : L (E) −→ Pos(Λ/Λ(E))
X 7−→ X/Λ(E).
Alors γE est la re´ciproque de σ
∗
E . Il ne nous reste qu’a` montrer que γE est continue.
Soit donc F une partie finie de Λ/Λ(E) et notons F˜ un ensemble de repre´sentants
des e´le´ments de F dans Λ. On a
γ−1E (UΛ/Λ(E)(F )) = {X ∈ L (E) | ∀ λ ∈ F, λ 6∈ X/Λ(E)}
= {X ∈ Pos(Λ) | Λ(E) ⊆ X et ∀ λ ∈ F, λ 6∈ X/Λ(E)}
= {X ∈ Pos(Λ) | Λ(E) ⊆ X et ∀ λ ∈ F˜ , λ 6∈ X}
= {X ∈ L (E) | ∀ λ ∈ F˜ , λ 6∈ X}
= L (E) ∩UΛ(F˜ ).
Topologie sur l’ensemble des parties positives d’un re´seau 17
Donc γ−1E (UΛ/Λ(E)) est un ouvert de L (E). Cela montre la continuite´ de γE . 
3.B. Demi-espaces. Soit H un hyperplan rationnel de Pos(Λ) et soit λ ∈ Λ\{0}
tel que H = Hλ. D’apre`s 3.1, l’hyperplan H nous de´finit une unique relation
d’e´quivalence ⌣H sur Pos(Λ) pour laquelle les classes d’e´quivalence sont U (λ), H
et U (−λ) : notons que cette relation ne de´pend pas du choix de λ. De plus :
Proposition 3.3. H est un ferme´ de Pos(Λ) et U (λ) et U (−λ) sont les com-
posantes connexes de Pos(Λ) \H . De plus
U (λ) = U (λ) ∪Hλ.
De´monstration. La dernie`re assertion est un cas particulier du corollaire 2.7.
Montrons pour finir que U (λ) est connexe. Soient U et V deux ouverts de U (λ)
tels que U (λ) = U
∐
V . Alors
Pos−1(U (λ)) = Pos−1(U )
∐
Pos−1(V ).
Mais Pos−1(U (λ)) = {ϕ ∈ V ∗ | ϕ(λ) < 0}. Donc Pos−1(U (λ)) est connexe. Puisque
Pos est continue, cela implique que Pos−1(U ) = ∅ ou Pos−1(V ) = ∅. Le lemme
2.15 implique que U = ∅ ou V = ∅. 
Si X ∈ Pos(Λ), nous noterons DH (X) la classe d’e´quivalence de X sous la
relation ⌣H . Il re´sulte de la proposition 3.3 que DH (X) est une re´union de classes
d’e´quivalences pour ⌣H .
3.C. Arrangements. Nous travaillerons de´sormais sous l’hypothe`se suivante :
Fixons maintenant, et ce jusqu’a` la fin de cette section, un ensemble
fini A d’hyperplans rationnels de Pos(Λ).
Nous allons rede´finir, dans notre espace Pos(Λ), les notions de facettes, chambres
et faces associe´es a` A, de fac¸on similaire a` ce qui se fait pour les arrangements
d’hyperplans dans un espace re´el [2, Chapitre V, §1]. Les proprie´te´s des applications
π et Pos e´tablies pre´ce´demment permettent facilement de de´montrer les re´sultats
analogues.
Nous de´finissons la relation ⌣A sur Pos(Λ) de la fac¸on suivante : si X et Y sont
deux e´le´ments de Pos(Λ), nous e´crirons X ⌣A Y si X ⌣H Y pour tout H ∈ A.
Nous appellerons facettes (ou A-facettes) les classes d’e´quivalence pour la relation
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⌣A. Nous appellerons chambres (ou A-chambres) les facettes qui ne rencontrent






avec la convention habituelle que LA(F ) = Pos(Λ) si F est une chambre. Nous
l’appellerons le support de F et nous appellerons dimension de F l’entier
dimF = dimR Pos
−1(LA(F )).
De meˆme nous appellerons codimension de F l’entier
codimF = dimR V − dimF .
Avec ces de´finitions, une chambre est une facette de codimension 0.









(c) F est la re´union de F et de facettes de dimension strictement infe´rieures.
(d) Si F ′ est une facette telle que F = F
′
, alors F = F ′.
De´monstration. (a) est une conse´quence des de´finitions. Montrons (b). Posons
A1 = {H ∈ A | F ⊆ H }
A2 = A \ A1.
Pour tout H ∈ A, on fixe un e´le´ment λ(H ) ∈ Λ tel que H = Hλ(H ) : si de plus
H ∈ A2, on choisit λ(H ) de sorte que F ⊆ U (λ(H )). On pose
Ei = {λ(H ) | H ∈ Ai}.
Par conse´quent,
F = L ∩U (Ei).
Puisque L est ferme´, F est aussi l’adhe´rence de F dans L . En utilisant alors
l’home´omorphisme σ∗E1 : Pos(Λ/Λ(E1))
∼
−→ L de la proposition 3.2 (g), on se
rame`ne a` calculer l’adhe´rence de σ∗−1E1 (F ) dans Pos(Λ/Λ(E1)). Mais




Or, d’apre`s le corollaire 2.7, on a
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Par conse´quent,




















Montrons maintenant (c). D’apre`s (b), F est bien une re´union de facettes. Si
de plus F ′ est une facette diffe´rente de F et contenue dans F , l’assertion (b)
montre qu’il existe H ∈ A2 tel que F









− 1. D’ou` (c).
L’assertion (d) de´coule imme´diatement de (c). 
On de´finit une relation 4 (ou 4A s’il est ne´cessaire de pre´ciser) entre les facettes :
on e´crit F 4F ′ si F ⊆ F
′
(c’est-a`-dire si F ⊆ F
′
). La proposition 3.4 (d) montre
que :
Corollaire 3.5. La relation 4 entre les facettes est une relation d’ordre.
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